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On montre que les deux premiers espaces de cohomologie sont isomorphes aux espaces correspondants de
la cohomologie de de Rham. La me´thode utilise´e est essentiellement base´e sur une sorte de filtration par
les champs de vecteurs, une technique symbolique consistant en la substitution d’e´le´ments du dual de IRm
aux de´rive´es et sur l’e´tude syste´matique des termes de degre´ 0, 1 et 2 en ces formes. Nous retrouvons ainsi
certains de nos re´sultats, e´tablis dans [5,6], a` l’aide d’une me´thode comple`tement diffe´rente.
1. INTRODUCTION
Les proble`mes de de´formation de l’alge`bre N = C∞(M) des fonctions d’une varie´te´M , symplectique
ou de Poisson, ont mis en lumie`re certaines structures alge´briques et les cohomologies associe´es.
Ceci est en particulier valable pour l’espace E = A(N)loc, n.c. (des applications multiline´aires, an-
tisyme´triques de N × · · · × N dans N , qui sont locales et nulles sur les constantes), que le crochet de
Nijenhuis-Richardson ([3]) munit d’une structure d’alge`bre de Lie gradue´e, et la cohomologie gradue´e
de E associe´e a` la repre´sentation adjointe, soit Halt(E)−1, loc, les indices −1 et loc indiquant qu’on se
limite aux cochaˆınes locales, de poids −1. Il est clair que le terme E0 = A0(N)loc, n.c. = L(N)loc, n.c. est
une alge`bre de Lie, admettant N comme espace de repre´sentation. On montre ([2]) que la cohomologie
gradue´e et la cohomologie H(E0, N)loc de Chevalley locale de l’alge`bre E0, a` valeurs dans les fonctions,
sont lie´es par la relation
Halt(E)−1, loc = H(ker θ)⊕H(E0, N)loc,
ou` θ de´signe l’application “restriction des cochaˆınes alterne´es a` E0 × · · · × E0”.
L’objectif de ce papier est la preuve du
THEOREME 1.1. Si M est une varie´te´ de dimension m ≥ 3, de classe C∞, se´pare´e et a` base
de´nombrable,
Hp(E0, N)loc ≈ HpDR(M) (p ∈ {0, 1, 2}),
HDR(M) e´tant la cohomologie de de Rham de M .
P.B.A. Lecomte a e´nonce´ ce re´sultat pour p = 1 dans [2] et nous l’avons nous-meˆmes e´tabli pour
p ∈ {0, 1, 2, 3} dans [5,6]. La de´monstration pre´sente´e ici est beaucoup plus simple que celle (non
publie´e) annonce´e dans [2] et plus courte que celle de [5,6].
∗Ce travail a e´te´ re´alise´ dans le cadre du projet R&D no MEN/CUL/96/006.
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2. POLYNOME SYMBOLISANT D’UNE COCHAINE
Soient U un ouvert de IRm, E et F deux espaces vectoriels re´els de dimension finie et
L ∈ L(C∞(U,E), C∞(U,F ))loc.
Cet ope´rateur est comple`tement de´termine´ par ses valeurs sur les fv (f ∈ C∞(U), v ∈ E). Il de´coule
d’un the´ore`me de J. Peetre ([4]) que
L(fv) =
∑
λ
Lλ((Dλf)v),
ou` la se´rie sur λ = (λ1, . . . , λm) ∈ INm est localement finie, ou` les coefficients Lλ ∈ C∞(U,L(E,F ))
sont univoquement de´termine´s par L et ou` Dλxf = D
λ1
x1 . . . D
λm
xm f . Nous repre´sentons la de´rive´e partielle
Dλf par le monoˆme ζλ = ζλ
1
1 . . . ζ
λm
m en les composantes ζ1, . . . , ζm de ζ ∈ (IRm)∗. Ainsi, L admet le
polynoˆme symbolisant L ∈ C∞(U,∨IRm ⊗ L(E,F )), de´fini par
L(ζ; v) =
∑
λ
Lλ(v)ζλ,
∨IRm e´tant l’espace des tenseurs syme´triques contravariants sur IRm i.e. l’espace des polynoˆmes sur
(IRm)∗.
Dans le cas particulier M = U , cette re`gle permet de symboliser les arguments
A ∈ E0 = L(C∞(U), C∞(U))loc, n.c.
de nos cochaˆınes, donc notamment les e´le´ments Ar de l’espace Diffr (r ∈ IN∗) des ope´rateurs diffe´rentiels
homoge`nes de degre´ r :
Arf =
∑
|α|=r
Ar,αD
αf ≈
∑
|α|=r
Ar,αξ
α = Ar(ξ),
ou` f ∈ C∞(U), |α| = α1 + · · · + αm, Ar,α ∈ C∞(U) et ξ ∈ (IRm)∗. Il est clair que la symbolisation
Ar ≈ Ar est un isomorphisme de l’espace Diffr sur l’espace C∞(U,∨rIRm).
Ainsi, si Tr de´signe la restriction a` Diffr d’une 1-cochaˆıne T ,
Tr ∈ L(C∞(U,∨rIRm), C∞(U))loc,
de sorte que la meˆme re`gle donne
Tr(fPr) =
∑
λ
Tr,λ((Dλf)Pr) ≈
∑
λ
Tr,λ(Pr)ζλ = Tr(ζ;Pr),
avec f ∈ C∞(U), Pr ∈ ∨rIRm et Tr ∈ C∞(U,∨IRm⊗ (∨rIRm)∗). Il est facile de ge´ne´raliser cette notion
de repre´sentation symbolique aux 1-cochaˆınes (non restreintes) et aux p-cochaˆınes. Dans la suite, nous
utiliserons la meˆme notation pour de´signer un objet et sa repre´sentation symbolique.
Conside´rons a` pre´sent une 1-cochaˆıne T et exprimons le polynoˆme symbolisant de la restriction
(∂T )r,s de ∂T a` Diffr × Diffs (r, s ∈ IN∗), a` l’aide de la repre´sentation symbolique de T . Symbolisons
donc dans
(∂T )r,s(fPr, gQs) = fPr(T (gQs))− gQs(T (fPr))− T ([fPr, gQs]),
ou`
fPr =
∑
|α|=r
fPr,α(·)α =
∑
|α|=r
fPr,αD
α (Pr,α ∈ IR)
et
gQs =
∑
|β|=s
gQs,β(·)β =
∑
|β|=s
gQs,βD
β (Qs,β ∈ IR),
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les de´rive´es de f et de g par ζ resp. η. En ce qui concerne le terme fPr(T (gQs)), notons que Dα de´rive
les coefficients de T et g selon la re`gle de Leibniz. Si l’on repre´sente les de´rive´es des coefficients, qui ne
sont pas a` symboliser, provisoirement par ∗, on trouve
fPr(T (gQs)) ≈ Pr(∗+ η)T (η;Qs).
Quant a` T (fPr ◦ gQs), comme l’argument est symbolise´ par
fPr ◦ gQs ≈ fgPr(η + ·)Qs,
on a
T (fPr ◦ gQs) ≈ T (ζ + η;Pr(η + ·)Qs).
D’ou` le
LEMME 2.1. L’e´criture symbolique du bord ∂T d’une 1-cochaˆıne T est donne´e par
∂T (ζ, η;Pr, Qs) = Pr(∗+ η)T (η;Qs)−Qs(∗+ ζ)T (ζ;Pr)− T (ζ + η;QsτηPr − PrτζQs),
ou` ζ, η ∈ (IRm)∗, Pr ∈ ∨rIRm, Qs ∈ ∨sIRm, ou` ∗ repre´sente les de´rive´es des coefficients de T et ou`
τθR = R(θ + ·)−R(·), quels que soient θ ∈ (IRm)∗ et R ∈ ∨IRm.
La ge´ne´ralisation de ce re´sultat aux p-cochaˆınes est imme´diate.
3. PREMIER ESPACE DE COHOMOLOGIE
Cette section est consacre´e au calcul de H1(E0, N)loc, dans le cas ou` M est un ouvert contractile de
IRm.
PROPOSITION 3.1. Si m ≥ 2, si U ∈ O(IRm) est contractile et si E0 et N sont construits sur U ,
on a
H1(E0, N)loc = 0.
Preuve. (a) Soit T ∈ ∧1(E0, N)loc ∩ ker ∂. La restriction T1 de T a` l’espace H(U) des champs de
vecteurs de U , e´tant un 1-cocycle du complexe de Chevalley local de l’alge`bre des champs de vecteurs,
associe´ a` la de´rive´e de Lie des fonctions,
T1 = ∂f + c1div,
ou` f ∈ N, c1 ∈ IR et ou` div est la divergence. Posons T ′ = T − ∂f et rebaptisons T cet 1-cocycle du
complexe de Chevalley de E0. On a alors, pour ζ ∈ (IRm)∗ et X ∈ IRm,
T (ζ;X) = c1 〈X, ζ〉 .
(b) Apre`s cette exploitation de l’e´quation de cocycle e´value´e sur deux champs de vecteurs, e´crivons-
la pour un champ et un ope´rateur diffe´rentiel homoge`ne d’ordre s ≥ 2. De manie`re plus pre´cise,
conside´rons l’e´quation symbolise´e (∂T )(ζ, η;X,Y s) = 0, avec ζ, η ∈ (IRm)∗ et X,Y ∈ IRm. Vu le lemme
2.1. et vu que c1 ∈ IR, elle est donne´e par
(X.T )(η;Y s) + 〈X, η〉T (η;Y s)− c1 〈X, ζ〉 〈Y, ζ〉s − 〈X, η〉T (ζ + η;Y s)
+ T (ζ + η;XτζY s) = 0, (1)
ou` X.T signifie que X de´rive les coefficients de T .
(b.1.) En se´lectionnant dans (1) les termes de degre´ 0 en ζ, on obtient
(X.T )(η;Y s) = 0,
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ce qui veut e´videmment dire que T est a` coefficients constants.
(b.2.) Si l’on exprime que la somme des termes de (1), qui sont de degre´ 1 en ζ, est nulle, on trouve
−〈X, η〉 (ζDη)T (η;Y s) + s 〈Y, ζ〉T (η;XY s−1) = 0,
ζDη e´tant la de´rive´e en η dans la direction de ζ. Cette e´galite´ s’e´crivant encore
ρ(X ⊗ ζ)T (η;Y s) = 0,
ou` ρ(X ⊗ ζ) de´signe l’action naturelle de X ⊗ ζ ∈ gl(m, IR), et T (η;Y s) e´tant polynomial en η et en Y
(et meˆme homoge`ne de degre´ s en Y ), il re´sulte d’un the´ore`me bien connu de H. Weyl que
T (η;Y s) = cs 〈Y, η〉s ,
avec cs ∈ IR.
(b.3.) De´terminons enfin les termes de degre´ 2 en ζ. Il suffit de noter que le dernier terme de (1)
est e´gal a`
s∑
i=1
(
s
i
)
〈Y, ζ〉i T (ζ + η;XY s−i) =
s∑
i=1
(
s
i
)
cs−i+1 〈X, ζ + η〉 〈Y, ζ〉i 〈Y, ζ + η〉s−i ,
pour voir que les termes cherche´s fournissent l’e´quation
s(s− 1)
2
(cs + cs−1) 〈X, η〉 〈Y, ζ〉2 〈Y, η〉s−2 + scs 〈X, ζ〉 〈Y, ζ〉 〈Y, η〉s−1 = 0.
Or, il est clair que si P ∈ ∨(IRn2)∗ et si P (〈X1, ζ1〉 , . . . , 〈Xn, ζ1〉 , . . . , 〈X1, ζn〉 , . . . ,
〈Xn, ζn〉) = 0, quels que soient les ζi ∈ (IRm)∗ et les Xi ∈ IRm, les coefficients de P sont nuls, si
m ≥ n. Ainsi, cs = 0 et cs−1 = 0 i.e. ct = 0, pour tout t ≥ 1, donc T = 0.
4. DEUXIEME ESPACE DE COHOMOLOGIE
Nous e´tablirons la
PROPOSITION 4.1. Si m ≥ 3, si U ∈ O(IRm) est contractile et si E0 et N sont construits sur U ,
on a
H2(E0, N)loc = 0.
Preuve. (a) Si T ∈ ∧2(E0, N)loc ∩ ker ∂, la restriction T1,1 de T a` H(U)×H(U), est un 2-cocycle du
complexe de l’alge`bre de Lie des champs de vecteurs, de sorte que
T1,1 = ∂S,
avec S ∈ ∧1(H(U), N)loc. On de´finit S sur A ∈ E0, en posant
S(A) = S
∑
α 6=0
AαD
α
 = S( m∑
i=1
AeiDxi
)
,
ou` Aα ∈ N et ou` (e1, . . . , em) de´signe la base canonique de IRm. Alors, T ′ = T − ∂S est un 2-cocycle
du complexe de Chevalley-Eilenberg de E0, que nous rebaptisons T et qui ve´rifie
T (ζ, η;X,Y ) = 0, (2)
quels que soient ζ, η ∈ (IRm)∗ et X,Y ∈ IRm.
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(b) L’e´quation de cocycle e´crite pour deux champs de vecteurs et un ope´rateur diffe´rentiel homoge`ne
d’ordre t ≥ 2, se lit
(X.T )(η, ϑ;Y, Zt) + 〈X, η + ϑ〉T (η, ϑ;Y, Zt)
− (Y.T )(ζ, ϑ;X,Zt)− 〈Y, ζ + ϑ〉T (ζ, ϑ;X,Zt)
− T (ζ + η, ϑ; 〈X, η〉Y − 〈Y, ζ〉X,Zt)
+ T (ζ + ϑ, η; 〈X,ϑ〉Zt −XτζZt, Y )
− T (η + ϑ, ζ; 〈Y, ϑ〉Zt − Y τηZt, X) = 0. (3)
(b.1.) Les termes de (3), qui sont de degre´ 0 en ζ, s’e´crivent
(X.T )(η, ϑ;Y, Zt) − (Y.T )(0, ϑ;X,Zt)− 〈Y, ϑ〉T (0, ϑ;X,Zt)
− T (η + ϑ, 0; 〈Y, ϑ〉Zt − Y τηZt, X) = 0 (4)
et ceux de degre´ 0 en ζ et en η, donnent l’e´quation
(X.T )(0, ϑ;Y,Zt) = (Y.T )(0, ϑ;X,Zt). (5)
L’ouvert U e´tant contractile et le cocycle T e´tant nul sur les couples de champs de vecteurs, (5) implique
qu’il existe une cochaˆıne S ∈ ∧1(E0, N)loc, telle que (X.S)(ϑ;Z) = T (0, ϑ;X,Z) et S(ζ;X) = 0. En
corrigeant T par ∂S, on obtient un nouveau cocycle T ′, tel que T ′(ζ, η;X,Y ) = 0 et
T ′(ζ, ϑ;X,Zt)
= T (ζ, ϑ;X,Zt)− T (0, ϑ;X,Zt)− 〈X,ϑ〉S(ϑ;Zt) + S(ζ + ϑ; 〈X,ϑ〉Zt −XτζZt).
Si l’on note T au lieu de T ′, il s’ensuit que
T (0, ϑ;X,Zt) = 0. (6)
Ceci e´tant, il de´coule de (4) que T (η, ϑ;Y,Zt) est a` coefficients constants.
(b.2.) La de´termination dans (3), des termes de degre´ 1 en ζ et de ceux de degre´ 1 en ζ et en η,
conduit aux e´quations
− 〈Y, ϑ〉T 1,∗(ζ, ϑ;X,Zt) + 〈Y, ϑ〉T 1,∗(ζ, η + ϑ;X,Zt)− T 1,∗(ζ, η + ϑ;X,Y τηZt)
− 〈X, η〉 (ζDη)T (η, ϑ;Y,Zt) + 〈Y, ζ〉T (η, ϑ;X,Zt)
− 〈X,ϑ〉 (ζDϑ)T (η, ϑ;Y, Zt) + t 〈Z, ζ〉T (η, ϑ;Y,XZt−1) = 0 (7)
resp.
−〈X,ϑ〉 (ζDϑ)T 1,∗(η, ϑ;Y,Zt) + t 〈Z, ζ〉T 1,∗(η, ϑ;Y,XZt−1)
+ 〈Y, ϑ〉 (ηDϑ)T 1,∗(ζ, ϑ;X,Zt)− t 〈Z, η〉T 1,∗(ζ, ϑ;X,Y Zt−1)
+ 〈Y, ζ〉T 1,∗(η, ϑ;X,Zt)− 〈X, η〉T 1,∗(ζ, ϑ;Y,Zt) = 0, (8)
ou` les indices 1 et ∗ signifient qu’on se limite aux termes de degre´ 1 en la premie`re forme, le degre´ en
la seconde e´tant arbitraire. Il est clair que T 1,∗ peut eˆtre interpre´te´ comme 1-cochaˆıne de gl(m, IR) ≈
IRm ⊗ (IRm)∗, a` valeurs dans Et = ∨IRm ⊗ (∨tIRm)∗. Comme
[X ⊗ ζ, Y ⊗ η] = 〈Y, ζ〉X ⊗ η − 〈X, η〉Y ⊗ ζ,
l’e´quation (8) se lit
−(∂ρT 1,∗)(X ⊗ ζ, Y ⊗ η)(ϑ;Zt) = 0,
ou` ρ est la repre´sentation naturelle de gl(m, IR) sur Et. La cochaˆıne T 1,∗ e´tant ainsi un 1-cocycle de
gl(m, IR), elle s’e´crit
T 1,∗(ζ, ϑ;X,Zt) = (ρ(X ⊗ ζ)St)(ϑ;Zt) + ct 〈X, ζ〉 〈Z, ϑ〉t ,
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ou` St ∈ Et et ou` ct ∈ IR. Les St (t ≥ 2) de´finissent e´videmment un S ∈ ∧1(E0, N)loc, qui est nul sur les
champs de vecteurs et a` coefficients constants. Vu qu’en outre
(∂S)(ζ, ϑ;X,Zt) = 〈X,ϑ〉S(ϑ;Zt)− 〈X,ϑ〉S(ζ + ϑ;Zt) + S(ζ + ϑ;XτζZt),
le 2-cocycle T ′ = T + ∂S he´rite de toutes les proprie´te´s de T et ve´rifie
T ′1,∗(ζ, ϑ;X,Zt) = ct 〈X, ζ〉 〈Z, ϑ〉t . (9)
Ecrivons dans la suite T au lieu de T ′ et de´signons par Ft, l’espace des polynoˆmes en η, ϑ ∈ (IRm)∗, a`
valeurs dans les formes line´aires en Y ∈ IRm, Pt ∈ ∨tIRm. On remarquera que T = T (η, ϑ;Y, Pt) est
une 0-cochaˆıne de gl(m, IR), a` valeurs dans Ft et que, compte tenu de (9), l’e´quation (7) s’e´crit
(∂ρT )(X ⊗ ζ)(η, ϑ;Y,Zt)
−
[
ct 〈Y, ϑ〉 (〈Z, η + ϑ〉t − 〈Z, ϑ〉t)− 〈Y, η + ϑ〉
t−1∑
i=1
1
i!
ct−i+1(ηDϑ)
i 〈Z, η + ϑ〉t
]
tr(X ⊗ ζ) = 0.
Le premier membre de cette e´galite´ appartenant a`
B1(gl(m, IR), Ft)⊕ Ft, inv ⊗ ∧1inv(gl(m, IR), IR),
ou` B1(gl(m, IR), Ft) de´note l’espace des 1-bords, Ft, inv celui des e´le´ments invariants de Ft et ∧1inv(gl(m,
IR), IR) l’espace des 1-cochaˆınes scalaires invariantes, ses deux termes sont se´pare´ment nuls. L’annulation
du premier montre que T = T (η, ϑ;Y, Pt) est invariant sous gl(m, IR). Le second est un polynoˆme en
les e´valuations, dont les coefficients sont nuls. Celui de son terme en 〈X, ζ〉 〈Y, η〉 〈Z, η〉 〈Z, ϑ〉t−1 valant
tct, il de´coule finalement de (9) que
T 1,∗(ζ, ϑ;X,Zt) = 0. (10)
Notons que la constance des coefficients, l’invariance sous gl(m, IR), (6) et (10), se traduisent par
T (ζ, ϑ;X,Zt) = 〈X, ζ〉At(〈Z, ζ〉 , 〈Z, ϑ〉) + 〈X,ϑ〉Bt(〈Z, ζ〉 , 〈Z, ϑ〉)
= 〈X, ζ〉
t∑
i=1
ai,t 〈Z, ζ〉i 〈Z, ϑ〉t−i + 〈X,ϑ〉
t∑
i=2
bi,t 〈Z, ζ〉i 〈Z, ϑ〉t−i ,
avec ai,t, bi,t ∈ IR.
(b.3.) Conside´rons a` pre´sent les termes de (3), qui sont de degre´ 2 en ζ. Il vient
−〈Y, ϑ〉T 2,∗(ζ, ϑ;X,Zt)
− 1
2
〈X, η〉 (ζDη)2T (η, ϑ;Y, Zt) + 〈Y, ζ〉 (ζDη)T (η, ϑ;X,Zt)
− 1
2
〈X,ϑ〉 (ζDϑ)2T (η, ϑ;Y,Zt) + 〈Z, ζ〉 (ζDϑ)(XDZ)T (η, ϑ;Y, Zt)
+
t
2
〈Z, ζ〉2 (XDZ)T (η, ϑ;Y, Zt−1) + 〈Y, ϑ〉T 2,∗(ζ, η + ϑ;X,Zt)
−
t−1∑
i=1
(
t
i
)
1
t− i+ 1 〈Z, η〉
i (Y DZ)T 2,∗(ζ, η + ϑ;X,Zt−i+1) = 0, (11)
ou` T 2,∗ de´signe la somme des termes de T , dont le degre´ en la premie`re forme est e´gal a` 2 et ou` le terme
i = t est nul, vu (2). Si l’on remarque que
T 2,∗(ζ, ϑ;X,Zt) = a1,t 〈X, ζ〉 〈Z, ζ〉 〈Z, ϑ〉t−1 + b2,t 〈X,ϑ〉 〈Z, ζ〉2 〈Z, ϑ〉t−2
et on de´termine dans (11) les termes en 〈X, ζ〉 〈Y, ζ〉, on voit que At(〈Z, ζ〉 , 〈Z, ϑ〉) s’e´crit
At(〈Z, ζ〉 , 〈Z, ϑ〉) =
t−1∑
i=1
(
t
i
)
a1,t−i+1
t− i+ 1 〈Z, ζ〉
i 〈Z, ζ + ϑ〉t−i .
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Ceci e´tant, soit S ∈ ∧1(E0, N)loc, de´fini par S(ϑ;Zs) = cs 〈Z, ϑ〉s (s ≥ 1, cs ∈ IR) et soit T ′ = T − ∂S.
Comme
(∂S)(ζ, ϑ;X,Zs)
= 〈X,ϑ〉S(ϑ;Zs)− 〈Z, ζ〉s S(ζ,X)− S(ζ + ϑ; 〈X,ϑ〉Zs −XτζZs)
= c1 〈X,ϑ〉 〈Z, ζ〉s − cs 〈X,ϑ〉 (〈Z, ζ + ϑ〉s − 〈Z, ϑ〉s)
+ 〈X, ζ + ϑ〉
s−1∑
i=1
(
s
i
)
cs−i+1 〈Z, ζ〉i 〈Z, ζ + ϑ〉s−i ,
on a
T ′(ζ, ϑ;X,Zt)
= 〈X, ζ〉
[
t−1∑
i=1
(
t
i
)(
a1,t−i+1
t− i+ 1 − ct−i+1
)
〈Z, ζ〉i 〈Z, ζ + ϑ〉t−i
]
+ 〈X,ϑ〉
[
t∑
i=2
bi,t 〈Z, ζ〉i 〈Z, ϑ〉t−i − c1 〈Z, ζ〉t + ct(〈Z, ζ + ϑ〉t − 〈Z, ϑ〉t)
−
t−1∑
i=1
(
t
i
)
ct−i+1 〈Z, ζ〉i 〈Z, ζ + ϑ〉t−i
]
.
En prenant cs = a1,s/s, pour tout s ≥ 2 et c1 = b2,2 − c2, on obtient
T ′(ζ, ϑ;X,Zt) = 〈X,ϑ〉B′t(〈Z, ζ〉 , 〈Z, ϑ〉) = 〈X,ϑ〉
t∑
i=2
b′i,t 〈Z, ζ〉i 〈Z, ϑ〉t−i , (12)
ou` b′i,t ∈ IR et ou` b′2,2 = 0. Dans la suite, T ′, B′t et les b′i,t seront note´s T, Bt resp. bi,t. Le nouveau
cocycle T conserve les proprie´te´s de l’ancien. Si on utilise (12) pour de´velopper (11) et si on cherche les
termes en 〈X, η〉 〈Y, η〉 〈Z, ζ〉2, en 〈X, ζ〉 〈Y, ϑ〉 〈Z, ζ〉, en 〈X,ϑ〉 〈Y, ϑ〉 〈Z, ζ〉2 et en 〈X,ϑ〉 〈Y, ζ〉 〈Z, ζ〉, on
trouve facilement les e´quations
t−2∑
i=1
(
t
i
)
t− i− 1
t− i+ 1 b2,t−i+1 〈Z, η〉
i 〈Z, η + ϑ〉t−i−2 = 0, (13)
D〈Z,ϑ〉Bt = 0, (14)
b2,t(〈Z, η + ϑ〉t−2 − 〈Z, ϑ〉t−2) = 0, (15)
D〈Z,η〉Bt = 0, (16)
en tenant compte de (13) et (14) (de (15)) en (15) (en (16)). Il de´coule alors de (12) et (16) que
T (ζ, ϑ;X,Zt) = 0. (17)
(c) Ecrivons l’e´quation de cocycle pour un champ de vecteurs et deux ope´rateurs diffe´rentiels ho-
moge`nes d’ordre s ≥ 2 et t ≥ 2 :
(X.T )(η, ϑ;Y s, Zt) + 〈X, η + ϑ〉T (η, ϑ;Y s, Zt)
− T (ζ + η, ϑ; 〈X, η〉Y s −XτζY s, Zt) + T (ζ + ϑ, η; 〈X,ϑ〉Zt −XτζZt, Y s) = 0.
(c.1.) En se´lectionnant les termes de degre´ 0 en ζ, on trouve
(X.T )(η, ϑ;Y s, Zt) = 0,
de sorte que T est a` coefficients constants.
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(c.2.) Les termes de degre´ 1 en ζ,
−〈X, η〉 (ζDη)T (η, ϑ;Y s, Zt) + s 〈Y, ζ〉T (η, ϑ;XY s−1, Zt)
− 〈X,ϑ〉 (ζDϑ)T (η, ϑ;Y s, Zt) + t 〈Z, ζ〉T (η, ϑ;Y s, XZt−1) = 0,
montrent que T est invariant par gl(m, IR) :
T (η, ϑ;Y s, Zt) = As,t(〈Y, η〉 , 〈Y, ϑ〉 , 〈Z, η〉 , 〈Z, ϑ〉), (18)
ou` le second membre est un polynoˆme en les e´valuations 〈Y, η〉 , 〈Y, ϑ〉 , 〈Z, η〉 , 〈Z, ϑ〉, qui est de degre´ s
en Y et de degre´ t en Z.
(c.3.) Les termes de degre´ 2 en ζ s’e´crivent
−1
2
〈X, η〉 (ζDη)2T (η, ϑ;Y s, Zt)
+ (Y, ζ)(ζDη)(XDY )T (η, ϑ;Y s, Zt) +
s
2
〈Y, ζ〉2 (XDY )T (η, ϑ;Y s−1, Zt)
− 1
2
〈X,ϑ〉 (ζDϑ)2T (η, ϑ;Y s, Zt) + 〈Z, ζ〉 (ζDϑ)(XDZ)T (η, ϑ;Y s, Zt)
+
t
2
〈Z, ζ〉2 (XDZ)T (η, ϑ;Y s, Zt−1) = 0.
En tenant compte de (18) et en de´terminant les termes en 〈X, ζ〉 〈Y, ζ〉, en 〈X, ζ〉 〈Z, ζ〉 et en 〈X, η〉 〈Y, ζ〉
〈Z, ζ〉, on obtient
D〈Y,η〉As,t = 0,
D〈Z,ϑ〉As,t = 0,
D〈Y,ϑ〉〈Z,η〉As,t = 0,
e´quations qui impliquent
T (η, ϑ;Y s, Zt) = 0. (19)
5. CAS D’UNE VARIETE ARBITRAIRE
Preuve de 1.1. Soit (Ui)i∈IN, un recouvrement contractile (i.e. tel que toute intersection finie, non
vide Ui0...ip = Ui0 ∩ · · · ∩ Uip soit contractile) de M par des domaines de coordonne´es locales.
(a) Le cas p = 0 est trivial.
(b) Si p = 1, on de´finit τ ∈ L(Ω1(M) ∩ ker d,∧1(E0, N)loc ∩ ker ∂), ou` Ω(M) est l’espace des formes
diffe´rentielles sur M et d la diffe´rentielle exte´rieure, en posant, pour toute 1-forme ferme´e α et tout
entier naturel i, tels que α|Ui = dfi (fi ∈ NUi),
τα,i = ∂fi.
Cet ope´rateur τ induit un ope´rateur τ] de H1DR(M) dans H
1(E0, N)loc, qui est e´videmment injectif.
Il est e´galement surjectif. En effet, si T ∈ ∧1(E0, N)loc ∩ ker ∂, il de´coule de la proposition 3.1. que
T |Ui = ∂Si (Si ∈ NUi). Il s’ensuit que les αi = dSi de´finissent une 1-forme ferme´e α sur M et que
τα = T .
(c) Si p = 2, nous de´signons par ∧ n’importe quel ope´rateur local de E0 = A0(N)loc, n.c. dans
A0(Ω1(M), N)loc, tel que Â(df) = A(f), quels que soient A ∈ E0 et f ∈ N . On ve´rifie facilement que
tout ope´rateur de ce type est tel que, pour tout X ∈ H(M), X̂ = i(X), ou` i est le produit inte´rieur.
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Si β ∈ Ω2(M) ∩ ker d et i ∈ IN sont tels que β|Ui = dαi (αi ∈ Ω1(Ui)), nous posons
τβ,i = ∂(i(αi) ◦ ∧),
de manie`re a` de´finir τ ∈ L(Ω2(M)∩ker d,∧2(E0, N)loc∩ker ∂). De fait, il re´sulte des e´galite´s β|Ui = dαi,
qu’il existe fij ∈ NUij , tel que i(αi|Uij ) ◦ ∧ = i(αj |Uij ) ◦ ∧ + ∂fij . L’application τ induit de nouveau
une application line´aire τ] en cohomologie.
Cette application τ] est injective, car si τβ = ∂S, avec S ∈ ∧1(E0, N)loc et si β|Ui = dαi, on a
S|Ui−i(αi)◦∧ ∈ ∧1(E0Ui , NUi)loc∩ker ∂. Vu 3.1., il existe alors fi ∈ NUi , tel que S|Ui = i(αi)◦∧+∂fi =
i(αi + dfi) ◦ ∧. Ainsi,
(αi + dfi)|Uij (X) = X̂((αi + dfi)|Uij ) = X̂((αj + dfj)|Uij ) = (αj + dfj)|Uij (X),
quel que soit X ∈ H(Uij), de sorte que les αi + dfi de´finissent une 1-forme sur M , de bord β.
Prouvons que τ] est aussi surjectif. Si T ∈ ∧2(E0, N)loc ∩ ker ∂, la proposition 4.1. montre qu’il
existe Si ∈ ∧1(E0Ui , NUi)loc, tel que
T |Ui = ∂Si.
Comme Si|Uij − Sj |Uij est alors un 1-cocycle, il de´coule de (b) que
Si|Uij − Sj |Uij = ταij = ∂fij = i(dfij) ◦ ∧,
ou` αij ∈ Ω1(Uij)∩ ker d et fij ∈ NUij sont tels que dfij = αij . Notons a` pre´sent que α : (i, j)→ αij est
une 1-cochaˆıne de Cˇech de M , a` valeurs dans les 1-formes. En effet, i(dfji) ◦ ∧ = i(−dfij) ◦ ∧ implique
αji = dfji = −dfij = −αij . Etant donne´ que i(d(fjk − fik + fij)) ◦ ∧, ou` toutes les fonctions sont
restreintes a` Uijk, est nul, on a (δα)ijk = αjk − αik + αij = 0, ou` δ de´signe le cobord de Cˇech. Par
conse´quent, α est un 1-cocycle, donc α = δη, ou` η est une 0-cochaˆıne de Cˇech. Il s’ensuit que
dfij = αij = ηj − ηi
et donc que
Si|Uij − Sj |Uij = i(ηj) ◦ ∧ − i(ηi) ◦ ∧.
Finalement, les dηi et les Si + i(ηi) ◦ ∧ de´finissent respectivement une forme ζ ∈ Ω2(M) ∩ ker d et une
cochaˆıne R ∈ ∧1(E0, N)loc, telles que
τ−ζ |Ui = ∂(i(−ηi) ◦ ∧) = (T − ∂R)|Ui ,
de sorte que
τ][−ζ] = [T ].
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